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A rendre pour le Mercredi 13 Mars 2019

Soient f la fonction numérique de la variable réelle définie par :

1

Vo e R, f(x):ﬁ

et (uy,) la suite de nombres réels déterminée par :

1
UOZ/O f(ﬂfl)dif
Vn € N, un:/o " f (z) dx

-

On note Cy la représentation graphique de f, relativement a un repere orthonormal (O, i, j)

1) Etude de f.
1. La fonction f est bien définie sur R car 1 + 22 > 1. Et

B 1 B 1
ST (e VI

Vx e R, f(—x) = f(7)

‘La fonction f est paire sur R. ‘

2. La fonction f est dérivable sur [0, 4+00] en tant que composée de fonction dérivable et (en utilisant

le fait que f(r) = ———= = (1 +2?)71/2),
Vit

1
VeeR, f(z)= —5 % 2x x (14 2%)73/2
—z

(14 22)3/2 <0

La fonction f est décroissante sur [0, +o00].

3. On sait que 1_131 1 + 2% = +o0, donc 1_131 V1 + 2?2 = +00 et ainsi

. ) 1

A f@) = lim e =0

4. La fonction f est décroissante et f(0) = 1. On a donc f([0;4+o00[) =]0,1]. La fonction étant paire,
sa courbe est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées. Donc f(R) =]0, 1]. (On peut également
récapituler ces résultats dans un tableau de variation)

‘La fonction f est bornée sur R. ‘

5. On trace la fonction f (en n’oubliant pas ’asymptote horizontale en 'infini et la tangente horizontale
en 0)

Suites, Etude de fonctions M Leboucher
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6. On sait que
— La fonction f est continue sur [0; +oo[ (car dérivable)
— La fonction f est strictement décroissante sur |0; +o0].
— On a f([0; +o0]) =0, 1]

D’apres le théoreme de la bijection,

f réalise une bijection de [0, +oo[ sur ]0, 1].

7. Soit y €]0, 1]. On résout 1'équation

V1—2a?

8. |La fonction réciproque de f est alors f~!: 2z —

2) Calcul d’aire

On considere la fonction numérique F' de la variable réelle x définie par :
F(z)=1In (x—l— Va? + 1)

Pour tout réel A strictement positif, on note A (\) l'aire (exprimée en unité d’aire) du domaine constitué
par 'ensemble des points M (z,y) tels que :

A<z <2\ et 0<y<f(x)

ainsi

2
AN = A f(x)dx
1. Soit z € R. Siz >0, on a1+ 22> 0 et donc la somme est positive. Si x < 0 alors

14+ 22> 22 = V1+122> Va2
= V1+22>—2z

= x+V1+22>0

Donc, dans tous les cas,

VreR, xz+va2+1>0

| La fonction F est donc définie sur R. |

Suites, Etude de fonctions M Leboucher
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2. La fonction F' est dérivable sur R et

2x

+7
2V +1

Ve eR, Fl(z)=—"Y=—"1—-
¢ (z) z+vVr2+1

v+ 1l+z
B 22+ 1
o4+ Va1
B x+\/m

_\/m(x—k\/F—H)
1

N $2+1:f(x)

La fonction F' est donc une primitive de la fonction f. ‘

3. On pourrait montrer que F est impaire en calculant F(—z) mais on peut également exploiter le
fait que f est paire et que F' est une primitive de f. On a

Car la fonction F' s’annule en 0. Or la fonction f est paire donc :

[ pwe=2 [ poyae = ! pwe+ [ pwyde=2 [ peya

0 T

— f(t)dt:/ F(t)dt

—x 0

— - O_I f(H)dt = /OI Ft)dt
it

— —F(—x)=F(x

’La fonction F' est donc impaire. ‘

4. On a 11)111 z+vVr2+1= 400 et donc

La fonction étant impaire,

lim F(x)=+o0
T—+00
Jim P = o0

5. La fonction F' est une primitive de f donc

AN = /A2A F(a)de
— F(2)) — F())

—1n (2)\ NN 1) ~ (A VAT D)

20+ V4N +1

OnadoncA(A)zln( WY

)

Suites, Etude de fonctions
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On a
2 4 2N+ 2\ /1 +1/(4)X2
. <2/\+\/4/\ ) y1+1/(42%)
A+ VA2 A A1 41/
(2 (1+ /14 1/(402))
=1In
A1+ /14 1/2)
(2 (1+ /14 1/(422))
=1In
1+4/1+1/X
Or,
; 2) _ : _
Jim 1141/ =2, lim 14+/T+1/A=2
Finalement, lim A ()\)=1In(2).
A—+00
3) Etude de la suite (u,).
1. On a
- 2)d —/
w= [ ol m
D’apres la partie précédente,
uy = [F(z)]) = In(1 4+ v12+1) —In(0 + VO + 1) = In(1 + v/2).
On a ensuite
/1 Y dx
P
o VIt
!/
La fonction z — o est de la forme 2?/6 avec u(z) = /14 x2. Alors
w=[VIta?] =VIt -Vt
Donc, uy = v2 — 1.
2. Ona
1 3 p 1, T p
i _/0 Vit _/0 Vit
On pose
— 2 / — xr
u(x) =2z w(z)=+v1+2?

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0, 1]. Par intégration par parties

1 T
2 2
U3 = T ——dr = |x
3 /o V14 22 [

=V2-0- [§(1+$2)3/2]
2 -5

_2
3

Suites, Etude de fonctions
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V1 —1—5172}0 —/0 20V 1 + x2dx

1

0

2 2v/2 —1)

V2
3
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3. Pour tout x € [0,1] et n € N,

2"t <" = 2" f(z) < 2"f(z) (La fonction f est croissante)

. /01 2 f(2)de < /01 2" f(z)dx

= Up+1 < Up,

La suite (u,)nen est donc décroissante.

4. Soit n € N. La fonction z — 2" f(x) est positive donc

1
Vn € N, u, :/ 2" f(x)dz >0
0

La suite (uy,)nen est décroissante et minorée, elle est donc convergente.

5. Soient z € [0,1] et n € N. On a

1>22>0 —=2>1+22>1

— V2> V1i+taZ>1

= 0<

1 1
— < —=<1
V2 T V1422 T

x

vV1+ax2 —

Vo € [0,1], Vn € N, OS%SI”
En prenant 'intégrale,

0 - "0d T "and
< <t = / x</7x</a:”a:
T V142 0 “Jo v1+ax2 T Jo

xn—i—l 1
= 0<u,<

n+1 0

1
= 0<uy, <

n+1

vneN, 0<u,<
n+1

6. On a lim

n—+oo n, + 1

= (0. D’apres le théoréme des gendarmes,

lim wu, = 0.
n—-+o0o

Suites, Etude de fonctions M Leboucher



